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Definiciones

» Las soluciones a la ecuacion de Schrédinger en un pozo de potencial constante
es uno de los casos mas simples pero de considerable utilidad en varias
situaciones reales.

» Consideramos en este caso una particula de masa m sometida a un potencial

V(z):{ 0 para 0<z<L ™

oo para z<00z>L

P(z)
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Caso clasico

» La solucién clasica a este problema seria una particula en movimiento periédico
con velocidad constante en médulo

v=+/2E/m

T:%;w:ﬂ
v L

» Si desconocemos la situacion inicial de la particula, podemos aun determinar la
probabilidad de encontrarla en el intervalo (z, z + dx), que ha de ser constante

P(x) = const y /L P(z)dx =1— 2)
0

P(z) =

1
{ para 0<z<L 3)

T
0 para <00z >1L

» Esto da los valores medios
L
(z)y = / xPdx =L/2
0
L
(x?) = / x?Pdx = L?/3
0

Az = +/L2/3-L2/A=1L/2V3
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Solucion
» Dado que el potencial V' no depende del tiempo, buscamos las soluciones
estacionarias a la ecuacion de Schrédinger, dadas por

2 2
I A ) = By(a) (4)

2m dx?

» En la regién donde V' = oo, ¥ ha de ser cero. Como + ha de ser continua, se
tiene que

$(0) =¢(L) =0 (5)
» La ecuacion (4) se suele escribir de forma algo mas simple
Y (x) = —k%¢(x) con k= /2mE/h?
» La soluciéon general es
¥ = Aet*® 4 Bemike

con Ay B constantes complejas.
» Las condiciones de contorno (5), llamadas de pared, dan lugar a

= S
weri ESh } s 2Aisen(kL) = 0 = [RL=nz Joonn=1,2,.. (8 -\
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Niveles de Energia

» La condicién implica que

hQ 2.2
E=E, n

T om L2

es decir, la energia de la particula (cinética) s6lo puede tomar valores discretos.

» La solucién para 1 serd ¢(z) = 2iAsen(kz). Aplicando las condiciones de
normalizacién [ [¢|* dz = 1, tenemos

donde indexamos con n las soluciones.
» La solucion para ¥ (temporal) sera de la forma

U (z,1) = e Erty, (2)

» La solucion mas general del problema de pozo infinito sera una combinacion
lineal de estas soluciones (que forman una base)

5:; “Entyp (o [Zce 't son (710
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Valores medios

» Obtenido ¥,, podemos comparar los valores medios con los obtenidos
anteriormente de acuerdo con la mecanica clasica.

» Los valores medios en un estado V,, se pueden calcular directamente con 1, ya
que
L d LBt —ih Bt [ d
(A) = / U A, —ih-L)w,, = ¢ih ™ Ent =i En / W A, —ih-Lypnda
0 dx 0 dx

» Con esto podemos calcular los valores medios
2 L L
() = f/ xsen? (m) de = —
LJ L 2
2 L L? 3
(%) = f/ 22 sen? (Lnx)dac:— 1-—
L Jo L 3 27202

p = %/OL sen (?) (—iﬁ% sen (?)) dr =0

» El resultado se acerca al clasico sélo cuando n — co.
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Combinacién de estados puros
» Empiezan a surgir diferencias si escogemos combinaciones lineales de estados
1y, pOr ejemplo

U = (eiih_lEltiﬁl + Bfih_lEztiﬁQ) (7)

Sl

» En este caso tenemos
1k 2 2 —ih~Y(Ba—E1)t, %
(@) = (Wlal¥) = 5 [ (10112 + 1l 2R (7 B ED g, ) ) o
0
» En este caso particular las v, son reales, y la integral anterior se simplifica a

L
(@) = 5 +2 [ wvriadocos (! (B2 — EV)Y) ®

y teniendo en cuenta que [ z cos azdz = cosazx/a? + rsenaz/a

(z) = g (1 - % cos (wlgt)>

conwig =i~ (Ey — Eq)
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Combinacién de estados puros

» Por lo tanto el valor medio de la posicién no es constante (L/2) sino que oscila
con el tiempo alrededor de ese valor.

» Sin embargo la energia media si es constante en el tiempo, como lo son los

. . .z s —1
valores de Ey. Si consideramos la solucion general & = 3~ cpe ™t Bnty,,
tenemos

R2 42 L S I L
<H> _ <_27ﬁ> _ / U HWdy — Z C;Cmeilh (En*Em)t/ w;‘;medfC (|
m a 0 n,m=1 0

» Pero 1, es funcién propia de H con valor propio E,,, por lo tanto Hyyn, = Epty,.
Si sustituimos esto en (9) tenemos

e} L L
(H) = Energiamedia= Y Emchcme™ " 1(E”_Em)t/ YpPmdz
0

n,m=1
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Combinacién de estados puros (cont)

» Pero las ¢, son ortogonales entre si, por al ser H autoadjunto, y como también
se puede comprobar facilmente por inspeccién directa. Por lo tanto

L
/ Yy Hipmdx = Endnm
0
y sustituido esto en (9) tenemos

(H) =" len|* En (10)
n=1

Si aplicamos este resultado a (7) obtenemos: (H) = %(El + E2), que no es
ningun valor medible de energia de la particula en la caja.
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Valores medios de observables

» Habiamos obtenido para la energia (H) = >, lcn|? En, donde E,, son los
valores propios de H.

» Los valores medios de otros operadores A en la base de vectores propios de H
es mas compleja, ya que

L o o L
(A):/ U AVdr = Y cheme ™ 1(E”‘Em)t/ ¥r, Apmda
0 0

n,m=1

pero en general
L
[ vnAvmdz = (Gul Al) # S
0

y por lo tanto (A) dependera del tiempo debido a los términos e=ih™H(Bn—Em)t
en la expresion anterior. Esto es lo que pasaba con la posicion x en el ejemplo (7).

» Por lo tanto, escoger una base adecuada para representar las propiedades de
algunas magnitudes (operadores) es importante

PY

A\
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Representaciéon A

» Veamos ahora qué pasa con un operador A obtenido sustituyendo p — —ihd/0x
en una funcién A(z, p), probablemente una magnitud clasica.

» Si el operador resultante A (utilizamos la misma letra que la funcién A) es
autoadjunto, y ¢ y arn SON sus vectores y valores propios, cualquier funciéon de
onda ¥ puede representarse como

Y(z,t) = > bndn

para ciertos numeros complejos by,

» Estos b, coeficientes de la proyeccién de ¥ sobre ¢,,, se determinan via el
producto escalar

b = (6| ) = / da gt ()W (x, 1)
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Representacién A (cont)

» Como |\If\2 = 1 (normalizada), y los ¢, son ortonormales (al ser A autoadjunto),
tenemos

1= “I’|2 = Z b bm (dnldm) = Z |bn|2

lo que implica que los b,, verifican

0< |bal? <1

» Por otra parte, el valor medio de A en el estado ¥ es
(A) =3 |bnl*an
n

» Todo esto tiene sentido si A es un operador autoadjunto
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Ejemplo medida

» Veamos un ejemplo del proceso de medida descrito en el postulado anterior.

» Supongamos una particula en un pozo infinito (caja) y en el estado combinacién
delosn =1,3

_ 1 —ih Y Eqt —ih~ Y Est
U= ﬁ(e Y1 +e )

y supongamos que en t = 0 medimos la energia y obtenemos el valor E3 (la otra
Unica posibilidad seria F1, el resto tiene probabilidad nula). Entonces tenemos

vo-) = %(¢’1 +1b3) con probabilidades P(E1) = P(Es) = %
WO = (slW(0-))s = v

N|

. 2 .
() = e i Batyg(a) = ’/fe_m "Bat gop (%x) parat > 0

PY

A\
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Ejemplo medida

Representacién de |\I/(L/2,t)|2 antes (t < 0, color rojo) y después (¢t > 0, color azul)
de la medida. Observar la discontinuidad en la densidad de probabilidad en ¢ = 0.

W (%,¢) |2

3.5e+12 3 b

3e+12 : 4

2.5e+12 : 4

2e+12
15e+12 q
Te+12 H T

AN |

1 1 1 1 1 1
-8e-09 -6e-09 -4e-09 -2e-09 0 2e-09 4e-09 6e-09 8e-09

Tiempo (s)
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Paquete de ondas en caja

Inicialmente la funcién de onda es un paquete de ondas gaussiano que se desplaza
hacia la derecha con velocidad po /m

L (z—zg)?
U(z,0) =€ tpw =

J\
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Paquete de ondas en caja

Gréficas de la densidad de probabilidad P = |¥(z, t)|? para distintos tiempos.

» En las gréficas situadas en medio (2 y 5) son instantes en los que se produce la
reflexion del pulso en la pared (inversion del sentido del movimiento).

» Segun avanza el tiempo, el paquete de ondas se va ensanchando. Las flechas
indican el sentido del movimiento del maximo de la distribucién.

I A

ek =
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Paquete de ondas en caja

Mapa bidimensional de colores de la densidad de probabilidad P = |¥(z, t)|2 en
funcién de la posicion = (eje X) y del tiempo (eje Y). Observar la reconstruccion de
()2 al final de la simulacién (parte de arriba de la gréfica). ¢ Como seria esa grafica
en el espacio (k,w), transformada de Fourier en el espacio y tiempo de ¥?

10

0 4 8
Tiempo (ua)
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Presién ejercida sobre las paredes de la caja

» Supongamos que tenemos en la misma caja un nimero N grande de particulas
iguales que no interaccionan entre ellas.

» Dado que no interaccionan entre ellas y no hay mas grados de libertad,
supondremos que la energia es la suma de las energias de cada particula.
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Presidn ejercida sobre las paredes de la caja

» Vamos a calcular la energia del estado fundamental de este sistema de N
particulas

K2 w2 n2 w2
Towmi? T 2myl
» La presion ejercida por las N particulas es

dBEr 2 Ep

v 3V

» estaeslapresibnaT = 0K
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Presién ejercida sobre las paredes de la caja

» La misma expresion de P hubiéramos obtenido suponiendo que cada particula
ocupa un nivel distinto.

Ep(N) = ZEI Z ?=

» La presion ejercida por las N particulas es

dEr 2 Er

a3V

» Observar que la energia total del sistema crece con N3, mientras que en el caso
anterior crecia con N

h? 72 N(N +1)(2N +1)
2m VS 6

Ey = 81E;

Es = 64,

Br = 49E,

Eg =36,

By = 25E,

Ey=16E;
By = 9E,

B> = 4B,
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Unién de dos cajas

» Otro ejemplo consiste en ver qué sucede cuando unimos dos cajas de igual

tamafo L.
9 9
8 8
’ + =
—
6 6
5 5
9
4 4 8
3 3 y
% % NV E R —
0 L 0 L 0 2L
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Unién de dos cajas

v

La energia de las dos cajas por separado y en el estado fundamental

EsSeparadas _ 2E1 (L) = ﬁﬁ

2m L2

» La energia de la caja de tamano 2L con las dos particulas en el estado
fundamental es

K2 w2

EUnidaSZQE 2L) = —
B T

v

Si las dos particulas estan en estados contiguos

h2 572

EUNES _ gy (21) 4 Ba(2L) = —
12L) + B2(2L) = 50075

v

En ambos casos la energia de la caja 2L es inferior a la de las dos cajas de
tamario L.
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